1 Teorie grafu

U tloh s leteckymi linkami jsme znazorniovali mésta pomoci kolec¢ek a jednotlivé linky pomoci
spojnic ¢ sipek mezi nimi. Takovym schématiim se v matematice iika grafy, pficemz méstum
se Tika vrcholy a linkam mezi nimi hrany. Hrany, jak jsme jiz vidéli mohou ¢i nemusi byt
jednosmérné. Pokud jsou, fikdme jim orientované hrany a grafu s orientovanymi hranami
fikdme orientovany graf.

Situaci, v nichz lze takové obrazky kreslit, je bezpocet. Kromé raznych dopravnich plant
lze naptiklad pomoci grafii zndzornovat socidlni interakce, tfeba pfatelstvi na Facebooku.
Nebo, jak bylo naznaceno v hodiné o hréch, lze grafti uzit k analyze her pomoci V a P pozic.
Vrcholy odpovidaly staviim hry a hrany odpovidaly moznym tahtum (tedy pfesuntum z jednoho
stavu do druhého).

Povézme si tedy o grafech a jejich aplikacich vice.

Uloha: K danému vyfezu Sachovnice nakreslete graf, v némz vrcholy reprezentuji policka
a hrany spojuji ty dvojice poli¢ek, mezi nimiz muze Sachovy jezdec skoé¢it jednim tahem.
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Je-li ndm v kazdém kroku dovoleno tdhnout libovolnym z jezdcli na neobsazené pole,
rozhodnéte (s vyuzitim nakresleného grafu) zda:

(a) lze prvniho jezdce dopravit na vychozi pole druhého.

(b) lze oba jezdce vyménit.

Jako pifklad grafu z redlného zivota uvedme graf prdtelstvi uzivatelt sité facebook. Vr-
choly reprezentuji uzivatele a hrany spojuji ,pratelé“. Asi nepiekvapi, ze tento graf mé pfes
miliardu vrcholi, pficemz z kazdého z nich vychazi prumérné nékolik stovek hran. Co ale
nasledujici fakta, prekvapuji vas? Co z nich dovedete usoudit o tom, jak se tvoii pratelstvi
mezi lidmi?

e Po zanedbdni cca 0,4 % dctu plati, Ze kazdi dva uZivatelé se na sebe mohou proklikat
skrze své znamé, znamé jejich znamych atd..

e Toto proklikdni 1ze pro uéinit v pruméru pomoci tii az ¢tyfech prostredniku. V 97 %
pripadu pomoci nejvyse péti.

e Pro uzivatelé s nadprumérnym pocétem znamych typicky plati, Ze jejich zndmi maji v
pruméru také nadprumérny pocet znamych. To samé plati opacné o lidech s podpramérnym
pocCtem znamych.

e Pro 83,6 % uzivatelu plati, ze maji méné zndmych nez vétsina jejich znamych. Jak je
to mozné?



e Pro 92,7 % uzivatelu plati, Ze maji méné zndmych nez, kolik maji prumérné jejich znami.
Neni zvlastni, ze toto procento neni stejné jako v predchozim bodé?
1.1 Kresleni grafa

Problém: Najdéte spolecné znaky nésledujicich grafi a rozhodnéte se, zda byste je povazovali
spiSe za stejné i za ruzné.

Zpusob, jakym se matematici vyrovnali s pfedchozim problémem je nésledujici. Dohod-
neme se, ze grafem budeme nazyvat vycet vrchola opatifeny i vyétem dvojic vrcholu spojenych
hranami, a nebudeme jej tak rovnou spojovat s zadnym obrazkem. V tuto chvili jsou oba
obrazky stejnym grafem danym vyétem vrcholu {1,2,3,4} a hran

{{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}}.

Pro jejich odliseni zavedeme pojem nakresleni grafu, tedy zndzornéni vrcholu jako bodu
v roviné a hran jako kfivek spojujicich odpovidajici dvojice bodu. Vidime tedy, ze tentyz graf
muze mit ruzné nakresleni.

Naptiklad pii ndvrhu procesort ¢i elektrickych obvodu je dulezité hledat takové nakresleni
grafu, v némz se zadné dvé spojnice nekiizi. Grafiim, jez je mozné takto bez kiizeni nakreslit
budeme fikat rovinné grafy. Nékdy zase muze byt praktické, aby nektizici se kiivky byly
dokonce tseckami.

Uloha: Nakreslete nasledujici grafy tak, aby se zadné jejich hrany nekiizily. Zvlddnete to
i tak, aby hrany byly tsecky?
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Uloha: Nakreslete rovinny graf, ktery nelze nakreslit bez kifzen{ pouze pomoci tisecek.

Podotknéme jesté, ze podobné otazky si lze klést i o kresleni na jiné povrchy nez jen rovina,
napfiklad povrch koule, valce ¢i tfeba pneumatiky. Témito problémy a jejich vicerozmérnymi
analogiemi se zabyva takzvand topologicka teorie grafa a hypergrafu.

1.2 Jednotazky

Zactnéme tulohou.
Uloha: Nakreslete ,,domecek” jednim tahem.

V feci teorie grafi se pozaduje najit posloupnost navazujicich hran, v niz se kazda hrana
vyskytne pfesné jednou. Nasim cilem nyni bude se na situaci podivat o néco obecnéji. Grafiim,
které lze projit jednim tahem budeme fikat jednotazky. Jednotazky, které lze dokonce projit
tak, aby cesta zacinala a koncila ve stejném vrcholu, nazveme kruhovymi jednotazky.

Uloha: Poznejte jednotazky. Urcete, které z nich jsou kruhové, a které pocatecni ¢i kon-
cové vrcholy pripadaji v ivahu.



Uloha: Méstem Kénigsberg (dnesni Kaliningrad) protéka feka Pregole a uprostied ni se
nachéz{ ostrov. Diive mezi bfehy vedly mosty tak jako na obrazku. Rozhdnéte, zda lze pii
jedné prochazce projit kazdy most pravé jednou. Muzete si vybrat, odkud prochdzku zaénete
a kde skonéite.
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Poznamka: Ulohu vyse vyfesil roku 1735 Leonhard Euler. Byla to prvni iloha, ktera byla
vyfeSena pomoci postupu a pojmiu, které se pozdéji zacaly nazyvat teorii grafu.

Jak jste moznd jiz poznali vybér pocatec¢nich vrcholta souvisi s tim, kolik hran z daného
vrcholu vychézi. Toto ¢islo nazveme stupném vrcholu.

Uloha: Na zékladé vasich vysledku rozhodnéte, které z nasledujicich hypotéz jsou prav-
divé.
(a) Je-li jednotazka kruhova, lze zvolit pocdteéni vrchol jakkoliv.

(b) Ke kazdému grafu lze prikreslit nejvyse dvé hrany tak, aby se stal jednotazkou.

(c) Je-li graf jednotazkou, avsak nikoliv kruhovou, 1ze koncové vrcholy vybrat pouze jednim
zpusobem.

(d) Je-li graf nekruhovou jednotazkou, pak po smazéani koncovych vrcholu (a z nich vychézejicich
hran) ziskdme kruhovou jednotazku.



(e) Z nekruhové jednotazky lze pfiddnim jedné hrany vyrobit kruhovou jednotazku.

Uloha: Nakreslete graf o Sesti vrcholech a Sesti hrandch, v némz mé kazdy vrchol stupen
dva. Naleznéte dvé feseni! Jsou obé kruhové jednotazky?

Uloha: Zformulujte hypotézy a hledejte argumenty i protiargumenty.

(a) Co musi platit o stupnich vrcholt, aby byl graf kruhovou jednotazkou?

(b) Vrcholy jakych stupnit mohou byt koncovymi pro nekruhovou jednotazku? Co lze fici o
zbylych vrcholech?

(c) Pfedchozi tloha ukazuje, ze nelze rozhodnout o tom, zda je graf jednotazka, pouze
pohledem na stupné jeho vrcholt. Co se s tim da délat?



1.3 Barveni graft

Na tizemi Ceské republiky je rozmisténo pres 150 radiovych vysilaéi, z nichz ty nejvyznamnéjsi
jsou zndzornény na mapé nize. Kazdy z nich mé pfifazené frekvenéni pasmo, na némsz vysila
signal. Pokud by se ovSem stalo, ze néjaké dva blizké vysilace vysilaji na podobné frekvenci,
doslo by k interferenci radiovych vln a znehodnoceni signdlu. Je tedy nutné, aby kazdé dva
blizké vysilace vyuzivaly jiného frekvenc¢niho pasma. To samoziejmé neni problém, je-li k
dispozici dostatek péasem, ovSem v praxi dochdzi k omezenim. Uréeni minimalniho poctu
potiebnych frekvenénich pasem je piikladem dalsiho typu problému, jimiz se zabyva teorie
grafi.
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Vrcholy naseho grafu budou vysilace a hranou spojime ty, jez jsou dostateéné blizké na
to, aby dochézelo k interferenci. Nasim tkolem bude vrcholum grafu piifadit barvy (frek-
venéni pasma) tak, aby zadné dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu. Kazdému takovému
pritazeni barev budeme fikat prosté obarveni a hlavni otdzkou bude, kolik nejméné barev je
k obarveni potieba.

Uloha: V nasledujicim obrazku je graf obarven péti barvami. Rozhodnéte, zda jej 1ze
obarvit uspornéji, tedy pomoci nizsiho po¢tu barev.
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Na piedchozich piikladech je patrné, ze zadny pevny pocet barev nemuze stacit k obarveni
v8ech moznych grafi. Pokud ale zizime svoji pozornost jenom na nékteré typy grafu, situace
se muze zménit. Nejznaméjsi vysledek v této oblasti je takzvanad Véta o ¢tyfech barvach. Ta
iiké, ze kazdy rovinny graf lze obarvit pomoci ¢tyt barev, neboli je ¢tyr-obarvitelny. Ackoliv
byla tato hypotéza vznesena jiz v poloviné devatenactého stoleti, jeji pravdivost se podafilo
spolehlivé dokdzat az v poslednich desetiletich. Neni bez zajimavosti, Ze sou¢dsti dukazu je i
uziti pocitace k ovéreni ¢tyr-obarvitelnosti 663 konkrétnich grafu.

Uloha: Nésledujici graf byl jistou, byt kratkou, dobu povaZovén za pifklad rovinného
grafu, ktery nelze obarvit ¢tyfmi barvami. Na obrazku je obarven péti barvami. Ukazte, ze
lze jednu barvu ,usettit®.
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Grafy, jejichz obarveni je potfeba nalézt v praktickych situacich maji ¢asto p#ili§ mnoho
vrcholl na to, aby bylo mozné jejich nejuspornéjsi obarveni najit ruc¢né. Je proto potieba




vyvinout algoritmus, ktery si i s velkymi grafy poradi v rozumném vypocetnim case. Vyvoj
takového algoritmu fungujiciho pro zcela obecné grafy se ovSem ukazuje jako nesmirné tézky.

Uloha: Uvazme nasledujici algoritmus pfifazujici vrcholim grafu prirozend ¢isla repre-
zentujici barvy.

1. Zvolme libovolny dosud neoéislovany vrchol.

2. Pritadime mu nejnizsi pfirozené Cislo, které se nevyskytuje mezi ¢isly pfitazenymi jeho
sousediim.

3. Postup opakujeme, dokud nejsou ¢isla pfitazend vsem vrcholim

Rozhodnété, zda je vysledkem algoritmu vzdy nejispornéjsi mozné obarveni grafu.



2 Grafové algoritmy

Posledni zastavka pfi nasi exkurzi do teorie grafi bude ryze informaticka. Ukdzeme si dveé s
praxi spojené ulohy, jejichz podstatu nejlépe zachytime pomoci grafa.

2.1 Hledani nejkratsi cesty

Ulohu o hledén{ nejkratstho, nejrychlejstho ¢i nejlevnéjsiho spojeni mezi vrcholy grafu tesi
miliony pocitac¢ovych programu dennodenné. Asi nds nepiekvapi, ze algoritmi pro vypocet
nejkratsi cesty vyuzivaji naptiklad mobilni aplikace pro hledani optimélniho dopravniho spo-
jeni, at uz autem, letadlem nebo v MHD. Méné pifmocarymi aplikacemi mohou byt programy
hledajici naptiklad, jak z dané pozice nejrychleji slozit Rubikovu kostku ¢i jak nejrychleji vy-
nutit mat v Sachové koncovce.

Zformulujme nyni nagi ilohu presnéji. Je dan graf, jehoz kazda hrana mé ptirazenu svoji
y,délku“, jiz vyjadiujeme kladnym redlnym ¢islem. V grafu mame vyznaceny dva vrcholy a
nasim ukolem je najit cestu mezi nimi, za jejiz pruchod ,zaplatime* v sou¢tu co nejméné.

Uloha: V nésledujicich grafech naleznéte nejkratsi cestu mezi dvojicemi stejné oznaéenych
vrchola.

1 2 2
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4 7 1
11 8 19 7
A C
2 2 4

Nyni ptredlozime nékolik ndvrhu, jak by mohl pocita¢ pfi hleddni nejkratsi cesty postu-
povat. Vasim tukolem u kazdého z nich bude rozhodnout, zda takovy postup skuteéné vzdy
dosahne nejkratsi mozné cesty. Je-li nejkratsich cest vice, staci, aby algoritmus nasel néjakou
z nich, ne nutné vsechny.

Ve vsech algoritmech budeme o jednom z oznacenych vrcholu mluvit jako o koncovém a
o jednom jako o pocatecnim.

Algoritmus 1:

1. Do pocatecniho polozime zeton P a do koncového zeton K.

2. Presuneme zeton po nejlevnéjsi hrané vedcouci z jeho soucasného vrcholu do vrcholu,
ktery jesté nenavstivil.




Provedeme totéz s Zetonem K.

Opakujeme kroky 2) a 3) dokud se jeden z zetonu nepfesune na pole, na némz jiz
difve (€i v tu samou chvili) byl ten druhy. Nazvéme toto pole S.

Vime, po jaké cesté se do S dostal zeton P i zeton K. Spojeni téchto dvou cest je
nejkratsi cesta mezi vybranymi vrcholy.

Algoritmus 2:

. Vybereme jednu libovolnou hranu grafu. Vrcholy, jez spojuje, nazveme X a Y.

Pro kazdého souseda X zjistime, zda je i sousedem Y. Tim identifikujeme vSechny
spole¢né sousedy X a Y.

Pro kazdého spolecného souseda Z vrcholi X a Y, zkontrolujeme, zda je kratsi pfima
cesta z X do Y, nezli cesta X-Z-Y. Pokud nikoliv, hranu X-Y z grafu odstranime.

. Prvni t#i kroky algoritmu postupné aplikujeme na vSechny hrany v grafu.

Ptedchozim postupem jsme smazali vSechny hrany vedouci k neefektivnim cestam.
Mezi dvéma vyznacenymi vrcholy zbyvaji tedy pouze cesty (muze jich byt vice) s
nejkratsi moznou délkou. Vybereme z nich kteroukoliv.

Algoritmus 3:

Tento algoritmus nalezne nejkratsi cestu z pocateéniho vrcholu P do v8ech ostatnich,
tedy i do cilového. Vrcholy, do nichz jsme nalezli jiz néjakou cestu budeme znacit ¢ervené
a vrcholy, do nichz jsme jiz nasli nejkratsi cestu budeme znacit modre. Pro kazdy cerveny
i modry vrchol si budeme pamatovat dosud nejkratsi nalezenou cestu do néj vedouci jakoz
i jeji délku. Této cesté budeme fikat aktudlné nejkratsi cesta a jeji délce budeme tikat
aktuélni vzdalenost.

1.

Vrchol P ozna¢ime modie (nejkratsi cestu do néj zndme, mé délku nula) a vSechny
jeho sousedy cervené, pficemz jim zaktualizujeme aktualné nejkratsi cestu i aktudlni
vzdalenost.

jej V.
Piebarvime V namodro a vSechny jeho nevybarvené sousedy vybarvime cervené.
Vyberme cerveného souseda V a oznacme jej S.

Zkontrolujeme, zda aktualné nejkratsi cesta do S je kratsi nez cesta P-V-S. Pokud
ne, zménime ji.
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6. Krok 5 opakujeme pro kazdého ¢erveného souseda V.

7. Kroky 2-6 opakujeme dokud nejsou vSechny vrcholy modré. Zname pak nejkratsi
cesty do vSech vrcholla a jsme hotovi.

Algoritmus 4:

Budeme postupovat témér stejné jako v algoritmu 3. Jedinou zménou bude, ze tuéné
slovo nejnizsi nahradime slovem libovolny.

2.2 Hledani minimalni kostry

Kdyz se ve dvacéatych letech 20. stoleti elektrifikovala jizni Morava, vyvstala otdzka, jak zavést
proud do kazdého z mést za co nejnizsich nakladu. Pfesnéji za minimalni celkové délky elek-
trického vedeni. Podotknéme, Ze pro zavedeni proudu mezi dvéma mésty nevadi, pokud vedeni
prochézi také pres jind mésta. Ruzné trasy elektrického vedeni se ovéem mohou rozdélovat a
spojovat pouze ve méstech. Na obrazku naleznete ptiklad takového elektrického vedeni.

Letovice
°
Blansko. K.ufim
Brno Luec,

Ricany ® . Wskov
R e Slavk.ov u Brna

Zidlochovice
® oTééanyky.Ov
Modfrice ¢
Kraxsko Hod.onl'n

ZnoJmo Mikulov
Breclav
[ 4

Uloha: Naleznéte nejispornéjsi sit v ndsledujicim grafu.

2 2
3 9 )
4
1
1 4 6
7 1
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V feéi teorie grafi Ize predchozi tdlohu zformulovat takto. Je dan graf, jehoz kazd4 hrana
je opatfena kladnym realnym ¢islem. V tomto kontextu budeme toto ¢islo nazyvat vahou
hrany. Cilem je najit podmnozinu hran zajistujici spojeni mezi kazdou dvojici vrcholi a
pritom s minimélnim moznym soué¢tem vah (tzv. minimalni kostru). Pro vysvétleni dodejme,
7e kostrou grafu se nazyva kazd4 podmnozina hran zajistujici pfesné jednu cestu mezi kazdou
dvojici meést.

U nasledujicich algoritmii opét rozhodnéte, zda opravdu vedou k nalezeni minimalni
kostry.

U v8ech algoritmii budeme postupné hrany do hledané kostry vybirat a aktualné vybranym
hrandm budeme fikat modré.

Algoritmus 1:
1. Pomoci algoritmu pro hledédni nejkratsi cesty uréime nejkratsi vzdalenost mezi
kazdymi dvéma mésty.

2. Vybereme dvojici mést s nejvétsi vadalenosti. Hrany tvofici nejkratsi cestu mezi
nimi obarvime modfe.

3. Vybereme vrchol V, z néhoz nevede zddna modré hrana.

4. Uréime vzdélenost vrcholu V od kazdého z vrcholti napojeného na néjakou modrou
hranu, vybereme z nich ten nejblizsi a nazveme jej S.

5. V8echny hrany na nejkratsi cesté mezi V a S obarvime modrfe.

6. Kroky 3-5 opakujeme, doku neni kazdé mésto napojeno na néjakou modrou hranu.

Algoritmus 2:

Mnoziny vrcholi mezi nimiz se lze prepravit pouze pomoci modrych hran budeme
nazyvat komponenty. Na zacatku, tedy pied obarvenim modrych hran, je kazdy vrchol
samostatnou komponentou.

1. Nalezneme nejkratsi hranu spojujici vrcholy z riznych komponent.
2. Hranu obarvime modfe a komponenty, jez spojuje, slou¢ime do jedné.

3. Kroky 1-2 opakujeme, dokud nezbyde jedind komponenta.

Algoritmus 3:

1. Vybereme libovolny dosud nevybrany vrchol V.
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ji modfe.

3. Kroky 1-2 opakujeme, dokud nebyl takto vybran kazdy vrchol.

Algoritmus 4:

1. NapiSeme si seznam hran v poradi podle jejich vahy (nejnizsi véhy jako prvni).
2. Nyni postupné prochazime hrany v seznamu.

3. Pokud hrana spojuje mésta, mezi nimiz se nelze dopravit po modrych hranich,
obarvime ji modfe.

4. Po projiti seznamu tvofi modré hrany minimalni kostru.
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