
1 Teorie graf̊u

U úloh s leteckými linkami jsme znázorňovali města pomoćı koleček a jednotlivé linky pomoćı
spojnic či šipek mezi nimi. Takovým schémat̊um se v matematice ř́ıká grafy, přičemž měst̊um
se ř́ıká vrcholy a linkám mezi nimi hrany. Hrany, jak jsme již viděli mohou či nemuśı být
jednosměrné. Pokud jsou, ř́ıkáme jim orientované hrany a grafu s orientovanými hranami
ř́ıkáme orientovaný graf.

Situaćı, v nichž lze takové obrázky kreslit, je bezpočet. Kromě r̊uzných dopravńıch plán̊u
lze např́ıklad pomoćı graf̊u znázorňovat sociálńı interakce, třeba přátelstv́ı na Facebooku.
Nebo, jak bylo naznačeno v hodině o hrách, lze graf̊u užit k analýze her pomoćı V a P pozic.
Vrcholy odpov́ıdaly stav̊um hry a hrany odpov́ıdaly možným tah̊um (tedy přesun̊um z jednoho
stavu do druhého).

Povězme si tedy o grafech a jejich aplikaćıch v́ıce.

Úloha: K danému výřezu šachovnice nakreslete graf, v němž vrcholy reprezentuj́ı poĺıčka
a hrany spojuj́ı ty dvojice poĺıček, mezi nimiž může šachový jezdec skočit jedńım tahem.
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Je-li nám v každém kroku dovoleno táhnout libovolným z jezdc̊u na neobsazené pole,
rozhodněte (s využit́ım nakresleného grafu) zda:

(a) lze prvńıho jezdce dopravit na výchoźı pole druhého.

(b) lze oba jezdce vyměnit.

Jako př́ıklad grafu z reálného života uved’me graf přátelstv́ı uživatel̊u śıtě facebook. Vr-
choly reprezentuj́ı uživatele a hrany spojuj́ı

”
přátelé“. Asi nepřekvaṕı, že tento graf má přes

miliardu vrchol̊u, přičemž z každého z nich vycháźı pr̊uměrně několik stovek hran. Co ale
následuj́ıćı fakta, překvapuj́ı vás? Co z nich dovedete usoudit o tom, jak se tvoř́ı prátelstv́ı
mezi lidmi?

• Po zanedbáńı cca 0,4 % účt̊u plat́ı, že každ́ı dva uživatelé se na sebe mohou proklikat
skrze své známé, známé jejich známých atd..

• Toto proklikáńı lze pro učinit v pr̊uměru pomoćı tř́ı až čtyřech prostředńık̊u. V 97 %
př́ıpad̊u pomoćı nejvýše pěti.

• Pro uživatelé s nadpr̊uměrným počtem známých typicky plat́ı, že jejich známı́ maj́ı v
pr̊uměru také nadpr̊uměrný počet známých. To samé plat́ı opačně o lidech s podpr̊uměrným
počtem známých.

• Pro 83,6 % uživatel̊u plat́ı, že maj́ı méně známých než většina jejich známých. Jak je
to možné?
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• Pro 92,7 % uživatel̊u plat́ı, že maj́ı méně známých než, kolik maj́ı pr̊uměrně jejich známı́.
Neńı zvláštńı, že toto procento neńı stejné jako v předchoźım bodě?

1.1 Kresleńı graf̊u

Problém: Najděte společné znaky následuj́ıćıch graf̊u a rozhodněte se, zda byste je považovali
sṕı̌se za stejné či za r̊uzné.

Zp̊usob, jakým se matematici vyrovnali s předchoźım problémem je následuj́ıćı. Dohod-
neme se, že grafem budeme nazývat výčet vrchol̊u opatřený i výčtem dvojic vrchol̊u spojených
hranami, a nebudeme jej tak rovnou spojovat s žádným obrázkem. V tuto chv́ıli jsou oba
obrázky stejným grafem daným výčtem vrchol̊u {1, 2, 3, 4} a hran

{{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}}.

Pro jejich odlǐseńı zavedeme pojem nakresleńı grafu, tedy znázorněńı vrchol̊u jako bod̊u
v rovině a hran jako křivek spojuj́ıćıch odpov́ıdaj́ıćı dvojice bod̊u. Vid́ıme tedy, že tentýž graf
může mı́t r̊uzná nakresleńı.

Např́ıklad při návrhu procesor̊u či elektrických obvod̊u je d̊uležité hledat takové nakresleńı
grafu, v němž se žádné dvě spojnice nekř́ıž́ı. Graf̊um, jež je možné takto bez kř́ıžeńı nakreslit
budeme ř́ıkat rovinné grafy. Někdy zase může být praktické, aby nekř́ıž́ıćı se křivky byly
dokonce úsečkami.

Úloha: Nakreslete následuj́ıćı grafy tak, aby se žádné jejich hrany nekř́ıžily. Zvládnete to
i tak, aby hrany byly úsečky?
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Úloha: Nakreslete rovinný graf, který nelze nakreslit bez kř́ıžeńı pouze pomoćı úseček.
Podotkněme ještě, že podobné otázky si lze klást i o kresleńı na jiné povrchy než jen rovina,

napřiklad povrch koule, válce či třeba pneumatiky. Těmito problémy a jejich v́ıcerozměrnými
analogiemi se zabývá takzvaná topologická teorie graf̊u a hypergraf̊u.

1.2 Jednotažky

Začněme úlohou.
Úloha: Nakreslete

”
domeček“ jedńım tahem.

V řeči teorie graf̊u se požaduje naj́ıt posloupnost navazuj́ıćıch hran, v ńıž se každá hrana
vyskytne přesně jednou. Naš́ım ćılem nyńı bude se na situaci pod́ıvat o něco obecněji. Graf̊um,
které lze proj́ıt jedńım tahem budeme ř́ıkat jednotažky. Jednotažky, které lze dokonce proj́ıt
tak, aby cesta zač́ınala a končila ve stejném vrcholu, nazveme kruhovými jednotažky.

Úloha: Poznejte jednotažky. Určete, které z nich jsou kruhové, a které počátečńı či kon-
cové vrcholy připadaj́ı v úvahu.
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Úloha: Městem Königsberg (dnešńı Kaliningrad) protéká řeka Pregole a uprostřed ńı se
nacháźı ostrov. Dř́ıve mezi břehy vedly mosty tak jako na obrázku. Rozhdněte, zda lze při
jedné procházce proj́ıt každý most právě jednou. Můžete si vybrat, odkud procházku začnete
a kde skonč́ıte.

Poznámka: Úlohu výše vyřešil roku 1735 Leonhard Euler. Byla to prvńı úloha, která byla
vyřešena pomoćı postup̊u a pojmů, které se později začaly nazývat teoríı graf̊u.

Jak jste možná již poznali výběr počátečńıch vrchol̊u souviśı s t́ım, kolik hran z daného
vrcholu vycháźı. Toto čislo nazveme stupněm vrcholu.

Úloha: Na základě vašich výsledk̊u rozhodněte, které z následuj́ıćıch hypotéz jsou prav-
divé.

(a) Je-li jednotažka kruhová, lze zvolit počátečńı vrchol jakkoliv.

(b) Ke každému grafu lze přikreslit nejvýše dvě hrany tak, aby se stal jednotažkou.

(c) Je-li graf jednotažkou, avšak nikoliv kruhovou, lze koncové vrcholy vybrat pouze jedńım
zp̊usobem.

(d) Je-li graf nekruhovou jednotažkou, pak po smazáńı koncových vrchol̊u (a z nich vycházej́ıćıch
hran) źıskáme kruhovou jednotažku.
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(e) Z nekruhové jednotažky lze přidáńım jedné hrany vyrobit kruhovou jednotažku.

Úloha: Nakreslete graf o šesti vrcholech a šesti hranách, v němž má každý vrchol stupeň
dva. Nalezněte dvě řešeńı! Jsou obě kruhové jednotažky?

Úloha: Zformulujte hypotézy a hledejte argumenty i protiargumenty.

(a) Co muśı platit o stupńıch vrchol̊u, aby byl graf kruhovou jednotažkou?

(b) Vrcholy jakých stupň̊u mohou být koncovými pro nekruhovou jednotažku? Co lze ř́ıci o
zbylých vrcholech?

(c) Předchoźı úloha ukazuje, že nelze rozhodnout o tom, zda je graf jednotažka, pouze
pohledem na stupně jeho vrchol̊u. Co se s t́ım dá dělat?
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1.3 Barveńı graf̊u

Na územı́ České republiky je rozmı́stěno přes 150 radiových vyśılač̊u, z nichž ty nejvýznamněǰśı
jsou znázorněny na mapě ńıže. Každý z nich má přǐrazené frekvenčńı pásmo, na němž vyśılá
signál. Pokud by se ovšem stalo, že nějaké dva bĺızké vyśılače vyśılaj́ı na podobné frekvenci,
došlo by k interferenci radiových vln a znehodnoceńı signálu. Je tedy nutné, aby každé dva
bĺızké vyśılače využ́ıvaly jiného frekvenčńıho pásma. To samozřejmě neńı problém, je-li k
dispozici dostatek pásem, ovšem v praxi docháźı k omezeńım. Určeńı minimálńıho počtu
potřebných frekvenčńıch pásem je př́ıkladem daľśıho typu problémů, jimiž se zabývá teorie
graf̊u.

Vrcholy našeho grafu budou vyśılače a hranou spoj́ıme ty, jež jsou dostatečně bĺızké na
to, aby docházelo k interferenci. Naš́ım úkolem bude vrchol̊um grafu přǐradit barvy (frek-
venčńı pásma) tak, aby žádné dva sousedńı vrcholy neměly stejnou barvu. Každému takovému
přǐrazeńı barev budeme ř́ıkat prostě obarveńı a hlavńı otázkou bude, kolik nejméně barev je
k obarveńı potřeba.

Úloha: V následuj́ıćım obrázku je graf obarven pěti barvami. Rozhodněte, zda jej lze
obarvit úsporněji, tedy pomoćı nižš́ıho počtu barev.
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Úloha: Obarvěte následuj́ıćı grafy pomoćı co nejnižš́ıho počtu barev.

Na předchoźıch př́ıkladech je patrné, že žádný pevný počet barev nemůže stačit k obarveńı
všech možných graf̊u. Pokud ale zúž́ıme svoji pozornost jenom na některé typy graf̊u, situace
se může změnit. Nejznáměǰśı výsledek v této oblasti je takzvaná Věta o čtyřech barvách. Ta
ř́ıká, že každý rovinný graf lze obarvit pomoćı čtyř barev, neboli je čtyř-obarvitelný. Ačkoliv
byla tato hypotéza vznesena již v polovině devatenáctého stolet́ı, jej́ı pravdivost se podařilo
spolehlivě dokázat až v posledńıch desetilet́ıch. Neńı bez zaj́ımavosti, že součást́ı d̊ukazu je i
užit́ı poč́ıtače k ověřeńı čtyř-obarvitelnosti 663 konkrétńıch graf̊u.

Úloha: Následuj́ıćı graf byl jistou, byt’ krátkou, dobu považován za př́ıklad rovinného
grafu, který nelze obarvit čtyřmi barvami. Na obrázku je obarven pěti barvami. Ukažte, že
lze jednu barvu

”
ušetřit“.
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Grafy, jejichž obarveńı je potřeba nalézt v praktických situaćıch maj́ı často př́ılǐs mnoho
vrchol̊u na to, aby bylo možné jejich nejúsporněǰśı obarveńı naj́ıt ručně. Je proto potřeba
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vyvinout algoritmus, který si i s velkými grafy porad́ı v rozumném výpočetńım čase. Vývoj
takového algoritmu funguj́ıćıho pro zcela obecné grafy se ovšem ukazuje jako nesmı́rně těžký.

Úloha: Uvažme následuj́ıćı algoritmus přǐrazuj́ıćı vrchol̊um grafu přirozená č́ısla repre-
zentuj́ıćı barvy.

1. Zvolme libovolný dosud neoč́ıslovaný vrchol.

2. Přǐrad́ıme mu nejnižš́ı přirozené č́ıslo, které se nevyskytuje mezi č́ısly přǐrazenými jeho
soused̊um.

3. Postup opakujeme, dokud nejsou č́ısla přǐrazená všem vrchol̊um

Rozhodnětě, zda je výsledkem algoritmu vždy nejúsporněǰśı možné obarveńı grafu.
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2 Grafové algoritmy

Posledńı zastávka při naš́ı exkurzi do teorie graf̊u bude ryze informatická. Ukážeme si dvě s
prax́ı spojené úlohy, jejichž podstatu nejlépe zachyt́ıme pomoćı graf̊u.

2.1 Hledáńı nejkratš́ı cesty

Úlohu o hledáńı nejkratš́ıho, nejrychleǰśıho či nejlevněǰśıho spojeńı mezi vrcholy grafu řeš́ı
miliony poč́ıtačových programů dennodenně. Asi nás nepřekvaṕı, že algoritmů pro výpočet
nejkratš́ı cesty využ́ıvaj́ı např́ıklad mobilńı aplikace pro hledáńı optimálńıho dopravńıho spo-
jeńı, at’ už autem, letadlem nebo v MHD. Méně př́ımočarými aplikacemi mohou být programy
hledaj́ıćı např́ıklad, jak z dané pozice nejrychleji složit Rubikovu kostku či jak nejrychleji vy-
nutit mat v šachové koncovce.

Zformulujme nyńı naši úlohu přesněji. Je dán graf, jehož každá hrana má přirazenu svoji

”
délku“, již vyjadřujeme kladným reálným č́ıslem. V grafu máme vyznačeny dva vrcholy a

naš́ım úkolem je naj́ıt cestu mezi nimi, za jej́ıž pr̊uchod
”
zaplat́ıme“ v součtu co nejméně.

Úloha: V následuj́ıćıch grafech nalezněte nejkratš́ı cestu mezi dvojicemi stejně označených
vrchol̊u.
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Nyńı předlož́ıme několik návrh̊u, jak by mohl poč́ıtač při hledáńı nejkratš́ı cesty postu-
povat. Vaš́ım úkolem u každého z nich bude rozhodnout, zda takový postup skutečně vždy
dosáhne nejkratš́ı možné cesty. Je-li nejkratš́ıch cest v́ıce, stač́ı, aby algoritmus našel nějakou
z nich, ne nutně všechny.

Ve všech algoritmech budeme o jednom z označených vrchol̊u mluvit jako o koncovém a
o jednom jako o počátečńım.

Algoritmus 1:

1. Do počátečńıho polož́ıme žeton P a do koncového žeton K.

2. Přesuneme žeton po nejlevněǰśı hraně vedcoućı z jeho současného vrcholu do vrcholu,
který ještě nenavšt́ıvil.
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3. Provedeme totéž s žetonem K.

4. Opakujeme kroky 2) a 3) dokud se jeden z žeton̊u nepřesune na pole, na němž již
dř́ıve (či v tu samou chv́ıli) byl ten druhý. Nazvěme toto pole S.

5. Vı́me, po jaké cestě se do S dostal žeton P i žeton K. Spojeńı těchto dvou cest je
nejkratš́ı cesta mezi vybranými vrcholy.

Algoritmus 2:

1. Vybereme jednu libovolnou hranu grafu. Vrcholy, jež spojuje, nazveme X a Y.

2. Pro každého souseda X zjist́ıme, zda je i sousedem Y. T́ım identifikujeme všechny
společné sousedy X a Y.

3. Pro každého společného souseda Z vrchol̊u X a Y, zkontrolujeme, zda je kratš́ı př́ımá
cesta z X do Y, nežli cesta X-Z-Y. Pokud nikoliv, hranu X-Y z grafu odstrańıme.

4. Prvńı tři kroky algoritmu postupně aplikujeme na všechny hrany v grafu.

5. Předchoźım postupem jsme smazali všechny hrany vedoućı k neefektivńım cestám.
Mezi dvěma vyznačenými vrcholy zbývaj́ı tedy pouze cesty (může jich být v́ıce) s
nejkratš́ı možnou délkou. Vybereme z nich kteroukoliv.

Algoritmus 3:

Tento algoritmus nalezne nejkratš́ı cestu z počátečńıho vrcholu P do všech ostatńıch,
tedy i do ćılového. Vrcholy, do nichž jsme nalezli již nějakou cestu budeme značit červeně
a vrcholy, do nichž jsme již našli nejkratš́ı cestu budeme značit modře. Pro každý červený
i modrý vrchol si budeme pamatovat dosud nejkratš́ı nalezenou cestu do něj vedoućı jakož
i jej́ı délku. Této cestě budeme ř́ıkat aktuálně nejkratš́ı cesta a jej́ı délce budeme ř́ıkat
aktuálńı vzdálenost.

1. Vrchol P označ́ıme modře (nejkratš́ı cestu do něj známe, má délku nula) a všechny
jeho sousedy červeně, přičemž jim zaktualizujeme aktuálně nejkratš́ı cestu i aktuálńı
vzdálenost.

2. Z červených vrchol̊u vybereme ten, který má nejnižš́ı aktuálńı vzdálenost. Označme
jej V.

3. Přebarv́ıme V namodro a všechny jeho nevybarvené sousedy vybarv́ıme červeně.

4. Vyberme červeného souseda V a označme jej S.

5. Zkontrolujeme, zda aktuálně nejkratš́ı cesta do S je kratš́ı než cesta P-V-S. Pokud
ne, změńıme ji.
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6. Krok 5 opakujeme pro každého červeného souseda V.

7. Kroky 2-6 opakujeme dokud nejsou všechny vrcholy modré. Známe pak nejkratš́ı
cesty do všech vrchol̊u a jsme hotovi.

Algoritmus 4:

Budeme postupovat téměř stejně jako v algoritmu 3. Jedinou změnou bude, že tučné
slovo nejnižš́ı nahrad́ıme slovem libovolný.

2.2 Hledáńı minimálńı kostry

Když se ve dvacátých letech 20. stolet́ı elektrifikovala jižńı Morava, vyvstala otázka, jak zavést
proud do každého z měst za co nejnižš́ıch náklad̊u. Přesněji za minimálńı celkové délky elek-
trického vedeńı. Podotkněme, že pro zavedeńı proudu mezi dvěma městy nevad́ı, pokud vedeńı
procháźı také přes jiná města. Různé trasy elektrického vedeńı se ovšem mohou rozdělovat a
spojovat pouze ve městech. Na obrázku naleznete př́ıklad takového elektrického vedeńı.

Úloha: Nalezněte nejúsporněǰśı śıt’ v následuj́ıćım grafu.
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V řeči teorie graf̊u lze předchoźı úlohu zformulovat takto. Je dán graf, jehož každá hrana
je opatřena kladným reálným č́ıslem. V tomto kontextu budeme toto č́ıslo nazývat váhou
hrany. Ćılem je naj́ıt podmnožinu hran zajǐst’uj́ıćı spojeńı mezi každou dvojićı vrchol̊u a
přitom s minimálńım možným součtem vah (tzv. minimálńı kostru). Pro vysvětleńı dodejme,
že kostrou grafu se nazývá každá podmnožina hran zajǐst’uj́ıćı přesně jednu cestu mezi každou
dvojićı měst.

U následuj́ıćıch algoritmů opět rozhodněte, zda opravdu vedou k nalezeńı minimálńı
kostry.

U všech algoritmů budeme postupně hrany do hledané kostry vyb́ırat a aktuálně vybraným
hranám budeme ř́ıkat modré.

Algoritmus 1:

1. Pomoćı algoritmu pro hledáńı nejkratš́ı cesty urč́ıme nejkratš́ı vzdálenost mezi
každými dvěma městy.

2. Vybereme dvojici měst s největš́ı vzdálenost́ı. Hrany tvoř́ıćı nejkratš́ı cestu mezi
nimi obarv́ıme modře.

3. Vybereme vrchol V, z něhož nevede žádná modrá hrana.

4. Urč́ıme vzdálenost vrcholu V od každého z vrchol̊u napojeného na nějakou modrou
hranu, vybereme z nich ten nejbližš́ı a nazveme jej S.

5. Všechny hrany na nejkratš́ı cestě mezi V a S obarv́ıme modře.

6. Kroky 3-5 opakujeme, doku neńı každé město napojeno na nějakou modrou hranu.

Algoritmus 2:

Množiny vrchol̊u mezi nimiž se lze přepravit pouze pomoćı modrých hran budeme
nazývat komponenty. Na začátku, tedy před obarveńım modrých hran, je každý vrchol
samostatnou komponentou.

1. Nalezneme nejkratš́ı hranu spojuj́ıćı vrcholy z r̊uzných komponent.

2. Hranu obarv́ıme modře a komponenty, jež spojuje, slouč́ıme do jedné.

3. Kroky 1-2 opakujeme, dokud nezbyde jediná komponenta.

Algoritmus 3:

1. Vybereme libovolný dosud nevybraný vrchol V.
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2. Mezi nemodrými hranami z něj vycházej́ıćımi vybere tu s nejnižš́ı vahou a obarv́ıme
ji modře.

3. Kroky 1-2 opakujeme, dokud nebyl takto vybrán každý vrchol.

Algoritmus 4:

1. Naṕı̌seme si seznam hran v pořad́ı podle jejich váhy (nejnižš́ı váhy jako prvńı).

2. Nyńı postupně procháźıme hrany v seznamu.

3. Pokud hrana spojuje města, mezi nimiž se nelze dopravit po modrých hranách,
obarv́ıme ji modře.

4. Po projit́ı seznamu tvoř́ı modré hrany minimálńı kostru.
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