1 Pocitani bez pocitani

V nékterych tlohach bylo zadano nékolik kratsich poduiloh, které jsme tiidili do skupin podle

ze ulohy vlastné pocitaji totéz. Takovym tlohdm se v matematice fiké izomorfni. V urcitém
smyslu jsme tak jednu dlohu ,prelozili“ na druhou. V momenté, kdy jsme si uvédomili, ze jde
o stejné 1lohy, doslo v nasi mysli ke konstrukei bijekce (vzajemné jednoznaéného zobrazeni).

V matematice je nepfeberné mnozstvi tloh, které muzeme spoéitat tak, Ze je vlastné
prelozime na jinou ulohu (kterou je jednodussi spocitat nebo jsme ji uz spocitali diive).
Castokrat se pritom odhaluji prekvapivé souvislosti a vztahy. Pojdme se na nékteré z nich
podivat.

1.1 Soucty, vybéry fotbalistti a party
Nage prvni zastavka se tyka sou¢tti mnoha ¢éisel. Je pomérné dobfe zndmo jak spocitat soucet
14+24+3+---4+99+ 100.

Na tomto piikladu si ukdzeme, Ze je mozné vymyslet nékolik (kombinatorickych) tloh, které
budou mit pravé tento vysledek. Posléze zjistime, ze nékteré z tloh uz ddvno umime vyfesit.
Podobny postup je mozné pouzit i u mnoha jinych souctu.

Uloha: Rozmyslete si, ze vSechny néasledujici ulohy pocitaji totéz.

(a) Kolik dvojic vypise nasledujici program?

( Start! )

v
Poloz b = 101.

Y
Vypis viechny dvojice
piirozenych ¢isel (a,b), » bzmensio l.

pro které a < b.
A

(b) Z ¢isel 1,2,3...,100,101 vybereme 2 ruznd ¢isla (mensi z nich pojmenujeme a, vétsi
pojmenujeme b). Kolika zpusoby to jde udélat?

(c) 101 fotbalistu ocislujeme ¢isly od 1 do 101. Vybereme z nich jednoho, kterému budeme
fikat trenér a tomu zadame tkol: Z lidi, ktefi maji mensi ¢islo nez ty, vyber kapitdana.
Kolika zpusoby miuze vybér trenéra a kapitdna dopadnout?

(d) 101 fotbalistu ocislujeme ¢isly od 1 do 101. Vybereme z nich dva. Tomu s vy3sim ¢islem
budeme fikat trenér a tomu s nizsim ¢islem budeme fikat kapitdn. Kolika zpusoby je
mozné vybér trenéra a kapitana provést?



Mozn4 si fikdte, ze v predchozi tiloze by stacily ¢asti (a), (b). Cést (a) se spocitd jako
100499+ -+ 2+ 1 a ¢ast (b) je ta, kterou umime snadno vyfesit jako (181). A vlastné -
¢asti (a), (b) jsou ta samé tloha! To je naprostd pravda. Velmi ¢asto lze postup zkratit tak,
ze vymyslime jen jednu tlohu (napiiklad (a)) a tu vyfesime dvéma zpusoby (jako (a) a jako

(b)). Tim ziskdme rovnost

101
14+2+34-+99+100 = ( X )

uloze. Tentokrat jesté prozradime oba zpusoby, jak ulohu spoé¢itat a vasim tkolem bude zjistit,
jaky soucet jsme diky tomu spocitali.

Uloha: Mame 101 fotbalisti oc¢islovanych ¢isly 1 az 101. Vybereme z nich trenéra, ka-
pitdna a brankédfe. Trenér bude mit nejvyssi ¢islo a nemuze zaroven hrat (tedy nemuze byt
kapitdnem nebo brankafem). Kapitdn muze byt zaroven i brankafem.

(a) Vybereme trenéra a tomu ddme tkol: Z lidi, ktef{ maji mensi ¢islo nez ty, vyber kapitana
a brankdre (muze se jednat o téhoz ¢lovéka). Kolika zpusoby muze tkol splnit trenér
¢islo 77

brankar kapitan dostal ukol

1.12.13.14.15.16.|7.|8./9./10./11.] - - -

Kolika zpusoby muze byt proveden vybér trenéra, kapitdna a brankare?
(b) Chceme pridélit tii role, které mohou plnit tii nebo jen dva fotbalisté. Rozlisime proto

dva piipady.

e Role pfidélime tfem ruznym fotbalistum. Kolika zpusoby lze provést vybér fotba-
listu a rozdéleni roli v tomto piipadé? (Nezapomente, ze trenér musi mit nejvyssi
¢islo.)

e Vybereme jenom dva fotbalisty, kterym pfifadime tii role. Kolika zpusoby lze
provést vybér fotbalistu a rozdéleni roli v tomto piipadé?

Kolika zpusoby muze byt proveden vybér trenéra, kapitana a brankéare v obou piipadech
dohromady?

Pokud se vam pocitani dvéma zpusoby zamlouva, méte piilezitost si jej sami vyzkouset.
Nejtézsim krokem byva obvykle vymysleni tlohy, kterou se nasledné pokusime fesit dvéma
zpusoby. Pro ziskani této dovednosti slouzi nédsledujici tloha.

Uloha: Na party se seslo k kluku a h holek. Vymyslete dlohu, jejimz vysledkem bude:
(a) k- h;
(b) b (3):



Kolika zptusoby lze vytvorit taneéni par (holka — kluk).
Kolika zpusoby lze vytvorit 5¢lennou skupinku, v niz bude jedna holka a 4 kluci?

)

)

) Kolika zpusoby lze vytvorit 5élennou skupinku, v niz budou 2 holky a 3 kluci?
) Kolika zptusoby lze vytvorit 5¢lennou skupinku kluku a z ni vybrat kapitana?
)

Jeden z kluku se rozhodl ziskat telefonni ¢islo od vSech holek. Kazda holka mu své tele-
fonni ¢islo bud’ d4, nebo ned4. Kolika zptisoby mohlo jeho snazeni dopadnout? Stroze:
Kolika zpusoby lze vybrat libovolné velkou podskupinu (tfeba i prdzdnou) ze skupiny
h holek?

Pojdme si ted vyzkouset pocitani dvéma zptsoby na vlastni kizi! Vlastné moznd spis
nepocitani, to posud'te sami.

Uloha: Jste jednim z n lidi, z nichz se vybere k vyvolenych.
(a) V kolika piipadech jste mezi vyvolenymi?
(b) V kolika piipadech nejste mezi vyvolenymi?
(c) Odvodte vztah mezi (}), (";') a (}21)-

Uloha: Rozmyslete si, ze plati

(o) () () e () () =

(Vidite-li vztah ihned z binomické véty, tak ji na chvili zapomerite.)
Ndapovéda k iloze 0 Napovéda: Pravou stranu interpretujte jako pocet zpusobu, kterymi
muze dopadnout snaha ziskat od n holek telefonni ¢isla. Poté rozliste ptipady podle toho, u

kolika dévcat uspél.
n n—1
k = .

Uloha: Nahlédnéte, ze plati
Napoveéda: Pocitejte, jak vybrat k lidi z n a jesté z nich vybrat jednoho kapitana.
Uloha: Rozmyslete si, ze plati

1@”@*”(2) I

Napovéda: Z n klukl vyberte k-¢lenny tym a jeho kapitana. Pouzijte pfedchozi tlohy.



Uloha: Dokazte, ze

B+ (G GG =+ () = )

Napovéda: Ze skupiny 2n lidi vybereme n-¢lennou skupinu. Pfitom ve skupiné je n kluku
a n holek.

1.2 Kde vsSude jsou kombinacni ¢isla?

Rozhodné neni pravda, ze kazdd kombinatorickd tloha (byt s péknym zadénim) mé pékné
feSeni. Mnoho z nich ale ma a par takovych si jesté ukazeme. Vétsinou plati, ze pokud mé iloha
»pekny vysledek“, pak pro to je i ,dobry duvod“. V takovych piipadech se tloha vétsina da
prelozit na jinou tlohu, jejiz feSeni je snadné. Zkuste si to na nésledujicich, vibec ne snadnych,
ulohach. Pokud se vdm nebude dafit vhodny pieklad najit, muzete vyuzit napovédy ve formé
obrazku.

Uloha: Zjistéte, kolik cest délky a + b vede z levého dolniho rohu obdélniku a x b do jeho
pravého horniho rohu.

Napovéda:

Uloha: Na tramvajové lince je celkem n zastavek. Protoze je linka moc dlouhd, rozhodlo
se mésto dvé zastavky zrugit. Aby v8ak lidé neméli k novym zastavkam piilis daleko, nebudou
se zastavky rusit vedle sebe. Kolika zpusoby lze dvé nesousedni linky zrusit?

Napovéda:
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Uloha: Rovnostranny trojihelnik o strané délky n je rozdélen jednotkovou trojihelnikovou
miizkou (na obrézku pro n = 7). Zjistéte pocet rovnobézniku, které lze do této miizky na-
kreslit a jejichz strany jsou rovnobézné se stranami rovnobézniku na obrazku.




Napovéda:

VY. LN
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1.3 Catalanova ¢isla aneb cesticky a nahrdelniky

Pomérné casto se v matematice stava, ze urcity problém neumime vyfeSit rovnou, ale umime
jej prevést na jiné problémy. U nového problému doufame, Ze bude pro nas snazsi nebo ze jsme
jej uz vlastné tesili. Ne vzdy tomu tak je. Dovednost pirevadét problémy na jiné, jednodussi,
je asi vubec nejcennéjsi dovednost v celé matematice.

Néco podobného si zkusime na tlohach tykajicich se tzv. Catalanovych &isel. Je dosti
pravdépodobné, ze zddnou z nasledujicich tiloh nebudete umét spocitat. To (zatim) neni cilem.
Pro tuto chvili si rozmyslete, Zze az na jednu ,,zrddnou® 1ilohu se ty ostatni daji na sebe prelozit.

(a) (cesty v miizce I) Uvazujme vSechny cesty délky 2n, které vedou z levého dolniho rohu
¢tverce n x n do jeho pravého horniho rohu. Kolik z nich se nachdzi nad diagonalou
(mohou se diagondly dotykat na vice mistech, ale neprotinaji ji)?

Poznamka: Catalanovo ¢islo C), se nejcastéji definuje pravé jako pocet vyhovujicich cest
v Casti (a).

(b) (cesty v mifzce II) Uvazujme vSechny cesty délky 2n + 1, které vedou z levého dolniho
rohu obdélniku n x (n + 1) do jeho pravého horniho rohu. Kolik z nich se nachazi nad
diagondlou?



(¢)

(f)

(Dyckovy cesty) Pohotim §itky n nazveme lomenou ¢éru skladajici se z 2n usecek, z
nichz n je tvaru / a n je tvaru \. Kazd4 tsecka tedy vede o 1 troven nahoru nebo o 1
uroven dolu. Pokud pohoti sitky n nikdy neklesne pod troven, na které zacalo, nazyva
se Dyckovou n-cestou. Kolik je Dyckovych n-cest?

(naklonéné Dyckovy cesty) Pohoii sklddajici se z n + 1 usecek tvaru , a n tsecek
tvaru \ konéi vzdy o 1 droven vysSe nez zac¢ind. Pokud takové pohoti nikdy neklesne
na uroven, na které zacalo, nazveme jej naklonénou Dyckovou n-cestou. Kolik je na-
klonénych Dyckovych n-cest?

(ndhrdelniky I) Na snurku navleceme n Gernych koralku a n bilych koralku a oba konce
snurky svazeme, ¢imz vznikne ndhrdelnik (svazéni snurky probéhne tak dokonale, ze
nen{ poznat, kde jsme ji svézali). Ndhrdelniky, které lze na sebe otocit, povazujeme za
stejné (pokud by bylo potfeba néhrdelnik pieklopit, povazujeme je uz za ruzné). Kolik
takovych nédhrdelnikt lze vyrobit?

(ndhrdelniky IT) Vytvoiime nahrdelnik z n+1 ¢ernych kordlku a n bilych korédlku. Kolik
takovych nédhrdelnikt lze vyrobit?



Napovédy:
(a) & (b)

() (e)

Piirozené je usecce tvaru  prifadit (napiiklad) cerny kordlek a dsecce tvaru \ prifadit
bily koralek. Zacneme kupiikladu ¢ernym koralkem ,nahofe“ a pokracujeme ve sméru ho-
dinovych rucicek. Takové (ani zddné jiné) prifazeni ale nemuze fungovat uz jenom z toho
duvodu, ze pocet Dyckovych cest a ndhrdelniku se lisi (uz pro n = 3). Rozmyslete si, ze
kterych cest by timto postupem vznikly stejné nahrdelniky.



klonénych Dyckovych cest nemuze vzniknout stejny ndahrdelnik. To je stejné popsat zpusob,
ktery z ndhrdelniku vyrobi pravé jednu naklonénou Dyckovu cestu (vyroba musi byt nezavisla
na tom, jak nahrdelnik na za¢atku natocime).

Pro vyrobu nédhrdelniku z naklonéné Dyckovy cesty zvolime stejny postup jako diive.

Tentokrat si rozmyslime i to, ze tento postup lze obratit, tedy jak vyrobit naklonénou
Dyckovu cestu z ndhrdelniku.




v/

napiiklad fici, Ze ndhrdelnik lze natoc¢it pfesné jednim zpusobem tak, Ze jej drzime za Cerny
korélek (ruka drzi ndhrdelnik za kordlek, ktery je nejvyse) a vydame-li se po sméru hodinovych
rucicek, po celou dobu cesty plati, Zze jsme prosli vice ¢ernych kordlkt nez bilych. Toto tvrzeni
by vsak bylo potieba dokdzat (coz se dd udélat napiiklad sporem, nicméné je nutné napsat
nékolik Fadek textu).

1.3.1 Jak Catalanova ¢éisla spocitat?

Vysledkem péti z pirechozich Sesti uloh je n-té Catalanovo ¢islo. Spocitat jakoukoliv z nich
ov8em neni uplné snadné. Rozmyslime si, jak spoc¢itat ndhrdelniky v tloze (f), které jsou vy-
tvofeny z n+1 ¢ernych a n bilych kordlkia. Nahrdelniky se obvykle vytvareji tak, ze se kordlky
nejdiive navléknou na snurku a posléze se konce $nurky svazou. Pro tucely nasi ilohy zatneme
vyrobu nahrdelniku trochu jinak. Na jeden konec $nturky dame polovinu ¢erného koralku, pak
(v néjakém poradi) navlékneme n ¢ernych a n bilych koralku a na druhy konec opét ddame
pulku éerného kordlku. Obé pulky ¢erného koralku slepime a tim dostaneme nahrdelnik z
n + 1 ¢ernych a n bilych koralku.

Uloha: Kolika zpusoby lze na siitirku navléct n ernych a n bilych kordlki? (Z duvodu
uvedenych vyse jesté na oba konce pfidame pulky ¢erného koralku. Jedna takova snurka s
navlecenymi koralky je na obrizku.)

OnGn U i am

Vysledek: (°").

Komplikaci ovsem je, ze nékteré snurky s navle¢enymi koralky odpovidaji témuz nahrdelniku.

Uloha: Pro n = 3 najdéte vSechny &nurky s navlec¢enymi kordlky, které odpovidaji
stejnému néhrdelniku jako snurka na obrdzku. (Na obou koncich kazdé snurky jsou pulky
¢erného koralku. Tyto pulky pifi vyrobé nahrdelniku slepime k sobé.)

OnGn U i aGm

I v obecném ptipadé lze dokazat stejny vysledek jako jsme dostali v predchozi tloze.
Skuteéné plati, ze presné n + 1 riznych siurek odpovidd témuz néhrdelniku. Ze jich nenf
vice, je celkem snadné — kazdy ndhrdelnik lze roziiznout na jednom z n + 1 mist (roziizneme
néktery z n + 1 ¢ernych kordlku). Je ale nutné si jesté rozmyslet, ze kazdym roziiznutim
dostaneme opravdu jiné usporadani koralka na Snurce.

Uloha: Ze 3 cernych a 3 bilych koralkt je mozné udélat nahrdelnik s nasledujici vlastnosti:
Roziiznutim nékterého ¢erného koralku dostaneme stejné usporadani kordlka na itrce, jako
bychom dostali pfi roziiznuti néjakého jiného ¢erného koralku. Najdéte takovy nahrdelnik.

Ptedchozi tloha ukazuje, ze nédhrdelniky z n ¢ernych a n bilych kordlka (to jsou piesné
ty z ulohy (e) pfedchoziho podkapitoly) nemaji tu vlastnost, ze rozfiznutim libovolného z
¢ernych kordlkt dostaneme vzdy jiné usporadani koralku na $nurce.

Proc¢ ji tedy ndhrdelniky z n + 1 ¢ernych a n bilych koralku maji? Predstavme si, ze
bychom roztiznutim koralku A dostali stejné usporddani koralku na Snurce, jako bychom
dostali roziiznutim koralku B.



To znamend, ze otocenim nahrdelniku z kordlku A na B (feknéme, ze to je otoCeni o k
korédlku) se ndhrdelnik nezméni. Ndhrdelniku pfitom odpovidé pravé jedna naklonéna Dyckova
cesta, kterd za¢ind na néjakém koralku. Protoze nahrdelnik se pfi otoceni o k koralkt nezméni,
je mozné i naklonénou Dyckovu cestu zacit o k koralka ,,pozdéji“. To je ale nesmysl, protoze
jsme si uz diive rozmysleli, ze zac¢atek naklonéné Dyckovy cesty je urcen jednoznacné. Nemuize
se tedy stat, ze bychom ze bychom roziiznutim jednoho kordlku dostali stejné vypadajici
snurku jako roziiznutim jiného koralku.

Uloha: Uz vime, kolika zpusoby lze na snurku navléct n ¢ernych a n bilych koralku (a
navic na koncich jsou pulky ¢erného koralku). Taky vime, kolik ruznych snurek odpovida
jednomu nahrdelniku. Kolik ndhrdelniki lze tedy vyrobit z n 4+ 1 ¢ernych a n bilych kordlka?

1.3.2 f]lohy pro fajnSmekry

Uloha: (pyramidy z minci) Do fady na stul polozime n minci tak, aby se sousedni mince
dotykaly. Poté na né za¢neme stavét pyramidu tak, jak je naznac¢eno na obrazku. Kolik py-
ramid Ize timto zpusobem postavit?

Na obrazku jsou vSechny pyramidy pro n = 3.

000 §0 oD & &

Napovéda: Hledejte Dyckovy cesty.

Uloha: (stdnek s pivem) Ve sténku ¢epuji vynikajici pivo za 10 Ké. Pred stdnkem se
vytvoii fronta 2n lidi, z nichz n ma u sebe desetikorunu a zbyvajici maji dvacetikorunu.
Stankaii necekali takovy zdjem, a tak uz nemaji vibec zadné drobné na vraceni. Jsou zcela
odkazani na desetikoruny, které jim lidé davaji pti placeni. Kolika zpusoby muze byt fronta
sefazena tak, aby stankafi mohli kazdému pfichozimu ihned vratit drobné?

(Napf. pro n = 2 by fronta 10, 20, 10,20 byla vyhovujici, zatimco fronta 10, 20,20, 10 by
byla nevyhovujici.)

Napovéda: Zasobu desetikorun u stankaiu pielozte na Dyckovu cestu.

Uloha: Ozna¢me Cy = 1 a déle C,, pocet Dyckovych n-cest. Muzeme spocitat, ze

Co=1, Ci=1, Cy=2, C3=5 Cyi=14, Cs5=42, Cs=132,...
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Pak plati vztahy

Cy = CoC1 + C1Cy,
C3 = CyCy + C1C1 4+ C5C,
Cy = CyC3 + C1Cy + C2C + C3C),

Rozmyslete si, ze plati

n
Crs1 =Y CkCrk = CoCp + C1Cr + -+ + Cn1 C1 + CnCo.
k=0

Napovéda: Pouzijte naklonénou Dyckovu n-cestu a pomoci bodu nejblizs§iho ¢arkované
¢are ji rozdélte na dvé kratsi naklonéné Dyckovy cesty. Uvazujte pak vSechny mozné kombi-
nace kratsich naklonénych cest.

Na obrazku je naklonénd Dyckova 6-cesta rozdélend cervenym bodem na naklonénou 3-
cestu a naklonénou 2-cestu.

Uloha: Méjme konvexni (n+2)-ihelnik. Kolika zptusoby je mozné jej rozdélit na trojihelniky
kreslenim neprotinajicich se thlopticek? (Jednd se o pocet tzv. triangulact.)
Na obrazku jsou nakresleny vSechny triangulace konvexniho Sestitthelniku.

PO

&0 S
& O ¢

Napovéda: Zvolte si pevné jednu stranu (n + 2)-ihelnika. Vyberte trojihelnik obsahujici
tuto stranu. Ten rozdéli (n + 2)-tithelnik na dva mensi mnohothelniky. Uvazujte pak vsechny
mozné kombinace triangulaci téchto mensich mnohothelnikia. Postupnym vybérem vsech
moZnych trojihelniki obsahujicich zvolenou stranu odvodte vztah nipadné piipominajici
vztah Cpi1 =Y p_y CrCp_i pro Catalanova éisla.
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Uloha: Kolem kulatého stolu sedf 2n lidi. Kolika zpusoby si mohou v8ichni s nékym podat
ruku tak, aby se jim ruce nekfizily?

Napovéda: Zvolte si pevné jednoho ¢lovéka a podivejte se, s kym si muze podat ruku.
Toto podani rukou rozdéli ostatni lidi na dvé mensi skupiny, pro které fesime tutéz ilohu.
Postupnym vybérem vSech moznych partneru zvoleného ¢lovéka odvodte vztah napadné
piipominajici vztah Cpy1 = > CxCp_i pro Catalanova ¢isla.
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