
1 Poč́ıtáńı bez poč́ıtáńı

V některých úlohách bylo zadáno několik kratš́ıch podúloh, které jsme tř́ıdili do skupin podle
toho, zda maj́ı stejný výsledek. O výsledek přitom ani nešlo, d̊uležitěǰśı bylo uvědomit si,
že úlohy vlastně poč́ıtaj́ı totéž. Takovým úlohám se v matematice ř́ıká izomorfńı. V určitém
smyslu jsme tak jednu úlohu

”
přeložili“ na druhou. V momentě, kdy jsme si uvědomili, že jde

o stejné úlohy, došlo v naš́ı mysli ke konstrukci bijekce (vzájemně jednoznačného zobrazeńı).
V matematice je nepřeberné množstv́ı úloh, které můžeme spoč́ıtat tak, že je vlastně

přelož́ıme na jinou úlohu (kterou je jednodušš́ı spoč́ıtat nebo jsme ji už spoč́ıtali dř́ıve).
Častokrát se přitom odhaluj́ı překvapivé souvislosti a vztahy. Pojd’me se na některé z nich
pod́ıvat.

1.1 Součty, výběry fotbalist̊u a párty

Naše prvńı zastávka se týká součt̊u mnoha č́ısel. Je poměrně dobře známo jak spoč́ıtat součet

1 + 2 + 3 + · · ·+ 99 + 100.

Na tomto př́ıkladu si ukážeme, že je možné vymyslet několik (kombinatorických) úloh, které
budou mı́t právě tento výsledek. Posléze zjist́ıme, že některé z úloh už dávno umı́me vyřešit.
Podobný postup je možné použ́ıt i u mnoha jiných součt̊u.

Úloha: Rozmyslete si, že všechny následuj́ıćı úlohy poč́ıtaj́ı totéž.

(a) Kolik dvojic vyṕı̌se následuj́ıćı program?

(b) Z č́ısel 1, 2, 3 . . . , 100, 101 vybereme 2 r̊uzná č́ısla (menš́ı z nich pojmenujeme a, větš́ı
pojmenujeme b). Kolika zp̊usoby to jde udělat?

(c) 101 fotbalist̊u oč́ıslujeme č́ısly od 1 do 101. Vybereme z nich jednoho, kterému budeme
ř́ıkat trenér a tomu zadáme úkol: Z lid́ı, kteř́ı maj́ı menš́ı č́ıslo než ty, vyber kapitána.
Kolika zp̊usoby může výběr trenéra a kapitána dopadnout?

(d) 101 fotbalist̊u oč́ıslujeme č́ısly od 1 do 101. Vybereme z nich dva. Tomu s vyšš́ım č́ıslem
budeme ř́ıkat trenér a tomu s nižš́ım č́ıslem budeme ř́ıkat kapitán. Kolika zp̊usoby je
možné výběr trenéra a kapitána provést?
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Možná si ř́ıkáte, že v předchoźı úloze by stačily části (a), (b). Část (a) se spoč́ıtá jako
100 + 99 + · · · + 2 + 1 a část (b) je ta, kterou umı́me snadno vyřešit jako

(
101
2

)
. A vlastně -

části (a), (b) jsou ta samá úloha! To je naprostá pravda. Velmi často lze postup zkrátit tak,
že vymysĺıme jen jednu úlohu (např́ıklad (a)) a tu vyřeš́ıme dvěma zp̊usoby (jako (a) a jako
(b)). T́ım źıskáme rovnost

1 + 2 + 3 + · · ·+ 99 + 100 =

(
101

2

)
.

Tomuto př́ıstupu se ř́ıká poč́ıtáńı dvěma zp̊usoby. Pojd’me si jej vyzkoušet na složitěǰśı
úloze. Tentokrát ještě prozrad́ıme oba zp̊usoby, jak úlohu spoč́ıtat a vaš́ım úkolem bude zjistit,
jaký součet jsme d́ıky tomu spoč́ıtali.

Úloha: Máme 101 fotbalist̊u oč́ıslovaných č́ısly 1 až 101. Vybereme z nich trenéra, ka-
pitána a brankáře. Trenér bude mı́t nejvyšš́ı č́ıslo a nemůže zároveň hrát (tedy nemůže být
kapitánem nebo brankářem). Kapitán může být zároveň i brankářem.

(a) Vybereme trenéra a tomu dáme úkol: Z lid́ı, kteř́ı maj́ı menš́ı č́ıslo než ty, vyber kapitána
a brankáře (může se jednat o téhož člověka). Kolika zp̊usoby může úkol splnit trenér
č́ıslo 7?

Kolika zp̊usoby může být proveden výběr trenéra, kapitána a brankáře?

(b) Chceme přidělit tři role, které mohou plnit tři nebo jen dva fotbalisté. Rozlǐśıme proto
dva př́ıpady.

• Role přiděĺıme třem r̊uzným fotbalist̊um. Kolika zp̊usoby lze provést výběr fotba-
list̊u a rozděleńı roĺı v tomto př́ıpadě? (Nezapomeňte, že trenér muśı mı́t nejvyšš́ı
č́ıslo.)

• Vybereme jenom dva fotbalisty, kterým přǐrad́ıme tři role. Kolika zp̊usoby lze
provést výběr fotbalist̊u a rozděleńı roĺı v tomto př́ıpadě?

Kolika zp̊usoby může být proveden výběr trenéra, kapitána a brankáře v obou př́ıpadech
dohromady?

Pokud se vám poč́ıtáńı dvěma zp̊usoby zamlouvá, máte př́ıležitost si jej sami vyzkoušet.
Nejtěžš́ım krokem bývá obvykle vymyšleńı úlohy, kterou se následně pokuśıme řešit dvěma
zp̊usoby. Pro źıskáńı této dovednosti slouž́ı následuj́ıćı úloha.

Úloha: Na párty se sešlo k kluk̊u a h holek. Vymyslete úlohu, jej́ımž výsledkem bude:

(a) k · h;

(b) h ·
(
k
4

)
;
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(c)
(
h
2

)
·
(
k
3

)
;

(d) 5 ·
(
k
5

)
;

(e) 2h.

Řešeńı:

(a) Kolika zp̊usoby lze vytvořit tanečńı pár (holka – kluk).

(b) Kolika zp̊usoby lze vytvořit 5člennou skupinku, v ńıž bude jedna holka a 4 kluci?

(c) Kolika zp̊usoby lze vytvořit 5člennou skupinku, v ńıž budou 2 holky a 3 kluci?

(d) Kolika zp̊usoby lze vytvořit 5člennou skupinku kluk̊u a z ńı vybrat kapitána?

(e) Jeden z kluk̊u se rozhodl źıskat telefonńı č́ıslo od všech holek. Každá holka mu své tele-
fonńı č́ıslo bud’ dá, nebo nedá. Kolika zp̊usoby mohlo jeho snažeńı dopadnout? Stroze:
Kolika zp̊usoby lze vybrat libovolně velkou podskupinu (třeba i prázdnou) ze skupiny
h holek?

Pojd’me si ted’ vyzkoušet poč́ıtáńı dvěma zp̊usoby na vlastńı k̊uži! Vlastně možná sṕı̌s
nepoč́ıtáńı, to posud’te sami.

Úloha: Jste jedńım z n lid́ı, z nichž se vybere k vyvolených.

(a) V kolika př́ıpadech jste mezi vyvolenými?

(b) V kolika př́ıpadech nejste mezi vyvolenými?

(c) Odvod’te vztah mezi
(
n
k

)
,
(
n−1
k

)
a
(
n−1
k−1

)
.

Úloha: Rozmyslete si, že plat́ı(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
= 2n.

(Vid́ıte-li vztah ihned z binomické věty, tak ji na chv́ıli zapomeňte.)
Nápověda k úloze 0 Nápověda: Pravou stranu interpretujte jako počet zp̊usob̊u, kterými

může dopadnout snaha źıskat od n holek telefonńı č́ısla. Poté rozlǐste př́ıpady podle toho, u
kolika děvčat uspěl.

Úloha: Nahlédněte, že plat́ı

k

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k − 1

)
.

Nápověda: Poč́ıtejte, jak vybrat k lid́ı z n a ještě z nich vybrat jednoho kapitána.
Úloha: Rozmyslete si, že plat́ı

1 ·
(
n

1

)
+ 2 ·

(
n

2

)
+ · · ·+ n ·

(
n

n

)
= n · 2n−1.

Nápověda: Z n kluk̊u vyberte k-členný tým a jeho kapitána. Použijte předchoźı úlohy.
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Úloha: Dokažte, že(
n

0

)(
n

n

)
+

(
n

1

)(
n

n− 1

)
+

(
n

2

)(
n

n− 2

)
+ · · ·+

(
n

n

)(
n

0

)
=

(
2n

n

)
.

Nápověda: Ze skupiny 2n lid́ı vybereme n-člennou skupinu. Přitom ve skupině je n kluk̊u
a n holek.

1.2 Kde všude jsou kombinačńı č́ısla?

Rozhodně neńı pravda, že každá kombinatorická úloha (byt’ s pěkným zadáńım) má pěkné
řešeńı. Mnoho z nich ale má a pár takových si ještě ukážeme. Většinou plat́ı, že pokud má úloha

”
pěkný výsledek“, pak pro to je i

”
dobrý d̊uvod“. V takových př́ıpadech se úloha většina dá

přeložit na jinou úlohu, jej́ıž řešeńı je snadné. Zkuste si to na následuj́ıćıch, v̊ubec ne snadných,
úlohách. Pokud se vám nebude dařit vhodný překlad naj́ıt, můžete využ́ıt nápovědy ve formě
obrázku.

Úloha: Zjistěte, kolik cest délky a+ b vede z levého dolńıho rohu obdélńıku a× b do jeho
pravého horńıho rohu.

Nápověda:

Úloha: Na tramvajové lince je celkem n zastávek. Protože je linka moc dlouhá, rozhodlo
se město dvě zastávky zrušit. Aby však lidé neměli k novým zastávkám př́ılǐs daleko, nebudou
se zastávky rušit vedle sebe. Kolika zp̊usoby lze dvě nesousedńı linky zrušit?

Nápověda:

Úloha: Rovnostranný trojúhelńık o straně délky n je rozdělen jednotkovou trojúhelńıkovou
mř́ıžkou (na obrázku pro n = 7). Zjistěte počet rovnoběžńık̊u, které lze do této mř́ıžky na-
kreslit a jejichž strany jsou rovnoběžné se stranami rovnoběžńıku na obrázku.
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Nápověda:

1.3 Catalanova č́ısla aneb cestičky a náhrdelńıky

Poměrně často se v matematice stává, že určitý problém neumı́me vyřešit rovnou, ale umı́me
jej převést na jiné problémy. U nového problému doufáme, že bude pro nás snažš́ı nebo že jsme
jej už vlastně řešili. Ne vždy tomu tak je. Dovednost převádět problémy na jiné, jednodušš́ı,
je asi v̊ubec nejcenněǰśı dovednost v celé matematice.

Něco podobného si zkuśıme na úlohách týkaj́ıćıch se tzv. Catalanových č́ısel. Je dosti
pravděpodobné, že žádnou z následuj́ıćıch úloh nebudete umět spoč́ıtat. To (zat́ım) neńı ćılem.
Pro tuto chv́ıli si rozmyslete, že až na jednu

”
zrádnou“ úlohu se ty ostatńı daj́ı na sebe přeložit.

(a) (cesty v mř́ıžce I) Uvažujme všechny cesty délky 2n, které vedou z levého dolńıho rohu
čtverce n × n do jeho pravého horńıho rohu. Kolik z nich se nacháźı nad diagonálou
(mohou se diagonály dotýkat na v́ıce mı́stech, ale neprot́ınaj́ı ji)?

Poznámka: Catalanovo č́ıslo Cn se nejčastěji definuje právě jako počet vyhovuj́ıćıch cest
v části (a).

(b) (cesty v mř́ıžce II) Uvažujme všechny cesty délky 2n + 1, které vedou z levého dolńıho
rohu obdélńıku n× (n + 1) do jeho pravého horńıho rohu. Kolik z nich se nacháźı nad
diagonálou?
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(c) (Dyckovy cesty) Pohoř́ım š́ı̌rky n nazveme lomenou čáru skládaj́ıćı se z 2n úseček, z
nichž n je tvaru � a n je tvaru �. Každá úsečka tedy vede o 1 úroveň nahoru nebo o 1
úroveň dolu. Pokud pohoř́ı š́ı̌rky n nikdy neklesne pod úroveň, na které začalo, nazývá
se Dyckovou n-cestou. Kolik je Dyckových n-cest?

(d) (nakloněné Dyckovy cesty) Pohoř́ı skládaj́ıćı se z n + 1 úseček tvaru � a n úseček
tvaru � konč́ı vždy o 1 úroveň výše než zač́ıná. Pokud takové pohoř́ı nikdy neklesne
na úroveň, na které začalo, nazveme jej nakloněnou Dyckovou n-cestou. Kolik je na-
kloněných Dyckových n-cest?

(e) (náhrdelńıky I) Na šň̊urku navlečeme n černých korálk̊u a n b́ılých korálk̊u a oba konce
šň̊urky svážeme, č́ımž vznikne náhrdelńık (svázáńı šň̊urky proběhne tak dokonale, že
neńı poznat, kde jsme ji svázali). Náhrdelńıky, které lze na sebe otočit, považujeme za
stejné (pokud by bylo potřeba náhrdelńık překlopit, považujeme je už za r̊uzné). Kolik
takových náhrdelńık̊u lze vyrobit?

(f) (náhrdelńıky II) Vytvoř́ıme náhrdelńık z n+1 černých korálk̊u a n b́ılých korálk̊u. Kolik
takových náhrdelńık̊u lze vyrobit?
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Nápovědy:
(a) ⇔ (b)

(a) ⇔ (c)

(b) ⇔ (d)

(c) < (e)
Přirozené je úsečce tvaru � přǐradit (např́ıklad) černý korálek a úsečce tvaru � přǐradit

b́ılý korálek. Začneme kupř́ıkladu černým korálkem
”
nahoře“ a pokračujeme ve směru ho-

dinových ručiček. Takové (ani žádné jiné) přǐrazeńı ale nemůže fungovat už jenom z toho
d̊uvodu, že počet Dyckových cest a náhrdelńık̊u se lǐśı (už pro n = 3). Rozmyslete si, ze
kterých cest by t́ımto postupem vznikly stejné náhrdelńıky.
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(d) ⇔ (f) Tento překlad je nejtěžš́ı. Nestač́ı si uvědomit, jak z každé nakloněné Dyckovy
cesty vyrobit náhrdelńık. Je potřeba (a patrně náročněǰśı) si uvědomit i to, že ze dvou na-
kloněných Dyckových cest nemůže vzniknout stejný náhrdelńık. To je stejné popsat zp̊usob,
který z náhrdelńıku vyrob́ı právě jednu nakloněnou Dyckovu cestu (výroba muśı být nezávislá
na tom, jak náhrdelńık na začátku natoč́ıme).

Pro výrobu náhrdelńıku z nakloněné Dyckovy cesty zvoĺıme stejný postup jako dř́ıve.

Tentokrát si rozmysĺıme i to, že tento postup lze obrátit, tedy jak vyrobit nakloněnou
Dyckovu cestu z náhrdelńıku.
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Poznámka: Tuto náročněǰśı myšlenku bychom mohli popsat i mnoha jinými zp̊usoby. Lze
např́ıklad ř́ıci, že náhrdelńık lze natočit přesně jedńım zp̊usobem tak, že jej drž́ıme za černý
korálek (ruka drž́ı náhrdelńık za korálek, který je nejvýše) a vydáme-li se po směru hodinových
ručiček, po celou dobu cesty plat́ı, že jsme prošli v́ıce černých korálk̊u než b́ılých. Toto tvrzeńı
by však bylo potřeba dokázat (což se dá udělat např́ıklad sporem, nicméně je nutné napsat
několik řádek textu).

1.3.1 Jak Catalanova č́ısla spoč́ıtat?

Výsledkem pěti z přechoźıch šesti úloh je n-té Catalanovo č́ıslo. Spoč́ıtat jakoukoliv z nich
ovšem neńı úplně snadné. Rozmysĺıme si, jak spoč́ıtat náhrdelńıky v úloze (f), které jsou vy-
tvořeny z n+1 černých a n b́ılých korálk̊u. Náhrdelńıky se obvykle vytvářej́ı tak, že se korálky
nejdř́ıve navléknou na šň̊urku a posléze se konce šň̊urky svážou. Pro účely naš́ı úlohy začneme
výrobu náhrdelńıku trochu jinak. Na jeden konec šň̊urky dáme polovinu černého korálku, pak
(v nějakém pořad́ı) navlékneme n černých a n b́ılých korálk̊u a na druhý konec opět dáme
p̊ulku černého korálku. Obě p̊ulky černého korálku sleṕıme a t́ım dostaneme náhrdelńık z
n + 1 černých a n b́ılých korálk̊u.

Úloha: Kolika zp̊usoby lze na šň̊urku navléct n černých a n b́ılých korálk̊u? (Z d̊uvod̊u
uvedených výše ještě na oba konce přidáme p̊ulky černého korálku. Jedna taková šň̊urka s
navlečenými korálky je na obrázku.)

Výsledek:
(
2n
n

)
.

Komplikaćı ovšem je, že některé šň̊urky s navlečenými korálky odpov́ıdaj́ı témuž náhrdelńıku.
Úloha: Pro n = 3 najděte všechny šň̊urky s navlečenými korálky, které odpov́ıdaj́ı

stejnému náhrdelńıku jako šň̊urka na obrázku. (Na obou konćıch každé šň̊urky jsou p̊ulky
černého korálku. Tyto p̊ulky při výrobě náhrdelńıku sleṕıme k sobě.)

I v obecném př́ıpadě lze dokázat stejný výsledek jako jsme dostali v předchoźı úloze.
Skutečně plat́ı, že přesně n + 1 r̊uzných šň̊urek odpov́ıdá témuž náhrdelńıku. Že jich neńı
v́ıce, je celkem snadné – každý náhrdelńık lze rozř́ıznout na jednom z n + 1 mı́st (rozř́ızneme
některý z n + 1 černých korálk̊u). Je ale nutné si ještě rozmyslet, že každým rozř́ıznut́ım
dostaneme opravdu jiné uspořádáńı korálk̊u na šň̊urce.

Úloha: Ze 3 černých a 3 b́ılých korálk̊u je možné udělat náhrdelńık s následuj́ıćı vlastnost́ı:
Rozř́ıznut́ım některého černého korálku dostaneme stejné uspořádáńı korálk̊u na šň̊urce, jako
bychom dostali při rozř́ıznut́ı nějakého jiného černého korálku. Najděte takový náhrdelńık.

Předchoźı úloha ukazuje, že náhrdelńıky z n černých a n b́ılých korálk̊u (to jsou přesně
ty z úlohy (e) předchoźıho podkapitoly) nemaj́ı tu vlastnost, že rozř́ıznut́ım libovolného z
černých korálk̊u dostaneme vždy jiné uspořádáńı korálk̊u na šň̊urce.

Proč ji tedy náhrdelńıky z n + 1 černých a n b́ılých korálk̊u maj́ı? Představme si, že
bychom rozř́ıznut́ım korálku A dostali stejné uspořádáńı korálk̊u na šň̊urce, jako bychom
dostali rozř́ıznut́ım korálku B.
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To znamená, že otočeńım náhrdelńıku z korálku A na B (řekněme, že to je otočeńı o k
korálk̊u) se náhrdelńık nezměńı. Náhrdelńıku přitom odpov́ıdá právě jedna nakloněná Dyckova
cesta, která zač́ıná na nějakém korálku. Protože náhrdelńık se při otočeńı o k korálk̊u nezměńı,
je možné i nakloněnou Dyckovu cestu zač́ıt o k korálk̊u

”
později“. To je ale nesmysl, protože

jsme si už dř́ıve rozmysleli, že začátek nakloněné Dyckovy cesty je určen jednoznačně. Nemůže
se tedy stát, že bychom že bychom rozř́ıznut́ım jednoho korálku dostali stejně vypadaj́ıćı
šň̊urku jako rozř́ıznut́ım jiného korálku.

Úloha: Už v́ıme, kolika zp̊usoby lze na šň̊urku navléct n černých a n b́ılých korálk̊u (a
nav́ıc na konćıch jsou p̊ulky černého korálku). Taky v́ıme, kolik r̊uzných šň̊urek odpov́ıdá
jednomu náhrdelńıku. Kolik náhrdelńık̊u lze tedy vyrobit z n+ 1 černých a n b́ılých korálk̊u?

1.3.2 Úlohy pro fajnšmekry

Úloha: (pyramidy z minćı) Do řady na st̊ul polož́ıme n minćı tak, aby se sousedńı mince
dotýkaly. Poté na ně začneme stavět pyramidu tak, jak je naznačeno na obrázku. Kolik py-
ramid lze t́ımto zp̊usobem postavit?

Na obrázku jsou všechny pyramidy pro n = 3.

Nápověda: Hledejte Dyckovy cesty.

Úloha: (stánek s pivem) Ve stánku čepuj́ı vynikaj́ıćı pivo za 10 Kč. Před stánkem se
vytvoř́ı fronta 2n lid́ı, z nichž n má u sebe desetikorunu a zbývaj́ıćı maj́ı dvacetikorunu.
Stánkaři nečekali takový zájem, a tak už nemaj́ı v̊ubec žádné drobné na vraceńı. Jsou zcela
odkázáni na desetikoruny, které jim lidé dávaj́ı při placeńı. Kolika zp̊usoby může být fronta
seřazena tak, aby stánkaři mohli každému př́ıchoźımu ihned vrátit drobné?

(Např. pro n = 2 by fronta 10, 20, 10, 20 byla vyhovuj́ıćı, zat́ımco fronta 10, 20, 20, 10 by
byla nevyhovuj́ıćı.)

Nápověda: Zásobu desetikorun u stánkař̊u přeložte na Dyckovu cestu.

Úloha: Označme C0 = 1 a dále Cn počet Dyckových n-cest. Můžeme spoč́ıtat, že

C0 = 1, C1 = 1, C2 = 2, C3 = 5, C4 = 14, C5 = 42, C6 = 132, . . .
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Pak plat́ı vztahy

C2 = C0C1 + C1C0,

C3 = C0C2 + C1C1 + C2C0,

C4 = C0C3 + C1C2 + C2C1 + C3C0,

. . .

Rozmyslete si, že plat́ı

Cn+1 =
n∑

k=0

CkCn−k = C0Cn + C1Cn−1 + · · ·+ Cn−1C1 + CnC0.

Nápověda: Použijte nakloněnou Dyckovu n-cestu a pomoćı bodu nejbližš́ıho čárkované
čáře ji rozdělte na dvě kratš́ı nakloněné Dyckovy cesty. Uvažujte pak všechny možné kombi-
nace kratš́ıch nakloněných cest.

Na obrázku je nakloněná Dyckova 6-cesta rozdělená červeným bodem na nakloněnou 3-
cestu a nakloněnou 2-cestu.

Úloha: Mějme konvexńı (n+2)-úhelńık. Kolika zp̊usoby je možné jej rozdělit na trojúhelńıky
kresleńım neprot́ınaj́ıćıch se úhlopř́ıček? (Jedná se o počet tzv. triangulaćı.)

Na obrázku jsou nakresleny všechny triangulace konvexńıho šestiúhelńıku.

Nápověda: Zvolte si pevně jednu stranu (n+2)-úhelńıka. Vyberte trojúhelńık obsahuj́ıćı
tuto stranu. Ten rozděĺı (n + 2)-úhelńık na dva menš́ı mnohoúhelńıky. Uvažujte pak všechny
možné kombinace triangulaćı těchto menš́ıch mnohoúhelńık̊u. Postupným výběrem všech
možných trojúhelńık̊u obsahuj́ıćıch zvolenou stranu odvod’te vztah nápadně připomı́naj́ıćı
vztah Cn+1 =

∑n
k=0CkCn−k pro Catalanova č́ısla.

11



Úloha: Kolem kulatého stolu sed́ı 2n lid́ı. Kolika zp̊usoby si mohou všichni s někým podat
ruku tak, aby se jim ruce nekř́ıžily?

Nápověda: Zvolte si pevně jednoho člověka a pod́ıvejte se, s kým si může podat ruku.
Toto podáńı rukou rozděĺı ostatńı lidi na dvě menš́ı skupiny, pro které řeš́ıme tutéž úlohu.
Postupným výběrem všech možných partner̊u zvoleného člověka odvod’te vztah nápadně
připomı́naj́ıćı vztah Cn+1 =

∑n
k=0CkCn−k pro Catalanova č́ısla.
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